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Übungsblatt 3: Ideale, Primvermeidung und Faktorraüme

In den folgenden Übungen sind alle Ringe kommutativ mit Eins.

Übung 3.1. (wird benotet, auf 2 Punkten) Sei R ein Ring, u ∈ R eine Einheit und x ∈ R ein nilpotentes Element.
Beweisen Sie, dass u+ x auch eine Einheit ist.

Übung 3.2. (Primvermeidung; wird benotet, auf 3 Punkten) Sei R ein Ring und n ≥ 1.

1) Sei I ein Ideal von R und p1, . . . pn Primideale von R, sodass I ⊆ p1 ∪ · · · ∪ pn. Beweisen Sie, dass es ein i mit
I ⊆ pi gibt.

2) Seien I1, . . . , In Ideale von R und p ein Primideal von R mit I1 ∩ · · · ∩ In ⊆ p. Beweisen Sie, dass es 1 ≤ j ≤ n
gibt, sodass Ij ⊆ p. Wenn zudem I1 ∩ · · · ∩ In = p, beweisen Sie dass es ein j mit Ij = p gibt.

Übung 3.3. (Schemata Erste Runde) Sei R ein Ring, sei Spec(R) die Menge der Primidealen von R. Für jedes Ideal
I ⊂ R definieren wir die Teilmenge

V (I) := {p ∈ Spec(R) | I ⊂ p}.

1) Sei (Is)s∈S eine Familie an Idealen von R. Beweisen Sie, dass
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)
.

2) Seien I, J ⊂ R Idealen. Beweisen Sie, dass V (I) ∪ V (J) = V (I ∩ J) = V (I · J).

3) Was ist die Verbindung zwischen dieser Übung und dem Nullstellensatz?

Übung 3.4. Bestimmen Sie alle Ringhomomorphismen R[X] → C.

Übung 3.5. Sei I ⊂ R ein Interval und sei C 0(I) die Menge der stetigen Abbildungen von I auf R.

1) Beweisen Sie, dass C 0(I) ein Ring ist.

2) Beweisen Sie, dass für jeder x ∈ R die Teilmenge

mx := {f ∈ C 0(I) | f(x) = 0}

ein maximales Ideal von C 0(I) ist.

3) Sei MaxC 0(I) die Menge der maximalen Idealen von C 0(I). Beweisen Sie, dass die Abbildung

µ : I → MaxC 0(I)
x 7→ mx

bijektiv ist, wenn I beschränkt und abgeschlossen ist.


