Kommutative Algebra, SoSe25 am 23.04 im Moodle abzugeben, werden am 23.04 besprochen

Ubungsblatt 2: Ideale, Faktorraiime; Kérper und Integrititsringe

In den folgenden Ubungen sind alle Ringe kommutativ mit Eins.

Ubung 2.1. (wird benotet, auf 5 Punkten)
Fiir welche Zahlen n ist das Ideal I,, = (n, X?+1, 6X?) im Polynomring Z[X] ein maximales Ideal, bzw. ein Primideal?

Ubung 2.2. Sei k ein Korper. Beweisen Sie, dass die Charakterisk von k entweder Null oder eine Primzahl ist.

Ubung 2.3. Sei R # {0} ein Boolescher Ring, d.h. fiir jedes x € R gilt die Gleichung z* = z.
1) Priifen Sie, dass R Charakterisk 2 hat.

2) (nach dem Video zum Thema Faktorrdume zu 16sen) Beweisen Sie, dass jedes Primideal p C R maximal ist, und
dass R/p dem Korper Z/2Z isomorph ist.

3) Beweisen Sie, dass jedes endlich erzeugte Ideal von R ein Hauptideal ist.
Ubung 2.4. Bestimmen Sie alle Einheiten des Ringes Z[i], wobei i = /—1 € C.

Ubung 2.5. (keine Hausaufgabe, wird mit der Ubungsleiterin besprochen) Sei R ein Ring, m ein maximales Ideal in
R. Fiir i € Z>( wird die Abbildung von m” in den Faktorraum R/m'*! als m’/m’™! bezeichnet.

1) Beweisen Sie, dass das Ideal V; := m’/m‘*! ein k-Vektorraum ist, wobei k der Kérper R/m ist.

2) Nehmen Sie zusétzlich an, dass m ein Hauptideal von R ist. Beweisen Sie dann, dass die Dimension des k-
Vektorraums V; nicht so groft wie 1 ist.

3) Verallgemeinern Sie 2) in dem Fall, wenn m kein Hauptideal, sondern ein endlich erzeugtes Ideal ist.

Ubung 2.6. (Anwendungsiibung zum Thema Faktorriume) Sei R ein Ring und sei R[X] der entsprechende Poly-
nomring. Beweisen Sie, dass der Faktorraum R[X]/(X) dem Ring R isomorph ist.



